
論 文

符号シンボルのコストを考慮したユニバーサル情報源符号化
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あらまし 情報源符号化に用いられる多くの符号は，各符号シンボルを伝送あるいは記録するためのコストが
均一であるという条件を暗黙のうちに仮定し，符号語長を短くすることを目的としている．しかしながら，情報
の伝送や記録においては，各符号シンボルに不均一のコストを仮定することが自然な場合があり，このような場
合，従来の符号語長を最小にする符号はもはや最適ではなく，符号語のコストを小さくする符号が要求される．
本論文では，加法的コストを含む，より一般的なコストである正則コストあるいは有限状態コストが与えられた
とき，指定された範囲内のひずみを許した場合に符号系列のコストを最小にするユニバーサル符号，及び符号語
コストレートを指定する範囲内で制限した場合にひずみを最小にするユニバーサル符号の構成法を提案し，これ
らの符号が漸近的に最良であることを示す．更に，ひずみを許さない場合についても同様の考察を行っている．

キーワード 符号語コスト，有ひずみユニバーサル符号，無ひずみユニバーサル符号，レートひずみ理論，概
収束符号化定理

1. ま え が き

情報源符号化に用いられる多くの符号は，与えられ

た情報源系列に対して符号語長を短くすることを目的

として設計されている．このことは，各符号シンボル

を伝送あるいは記録するためのコストは均一であると

いう条件を暗黙のうちに仮定している．しかしながら，

On-Off Keyingで変調を行う場合，1と 0の伝送に対

して必要な電力が異なるし，モールス符号では，長点

と短点とで伝送に必要な時間が異なっている．また，

CDや磁気記録等では，1の続く長さ（ランレングス）

に制約があり，この場合の符号化の問題も文脈に依存

するコストとして定式化される．これらの例のように，

実際の伝送や記録においては，各符号シンボルに不均

一のコストを仮定することが自然な場合があり，この

ような場合，符号語長はもはや最適な尺度とは言えず，

符号語のコストを小さくする符号が要求される．この

要求に対し，シャノン以来，様々な検討が行われてい

る [1], [2], [4], [10], [13]．中でも，岩田らは，定常エル

ゴード情報源について符号語コストレートが漸近的に
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最良となる実用的な無ひずみユニバーサル符号の構成

法を提案している [10]．一方，内田と植松は，岩田ら

による結果を有ひずみ符号に対して拡張した [13]．し

かしながら，彼らの提案した符号では，符号語コスト

が加法的であるという強い制限を有していた．このた

め，ランレングス制約などをコストとして取り扱うこ

とができず，応用が限られていた．他方，シャノン [1]

やCsiszár [2]は，ランレングス制約などを取り扱うこ

とのできる有限状態コストについて無ひずみ符号化定

理を示しているが，有ひずみ符号化あるいはユニバー

サル符号化についてはいまだ検討されていない．

本論文では，加法的コストを含む，より一般的なコ

ストである正則コストあるいは有限状態コストに対す

るユニバーサル情報源符号化について考察している．

すなわち，定常エルゴード情報源に対し，指定された

範囲内のひずみを許した場合に，これらのコストで測

られる符号語コストを最小にするユニバーサル符号，

及び符号語コストレートを指定された範囲に制限した

ときにひずみを最小にするユニバーサル符号が，符号

語長に基づいて設計されたユニバーサル符号から構成

できることを明らかにし，これらの符号が漸近的に最

良であることを示す．更に，無ひずみ符号化について

も同様の考察を行っている．
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2. コスト関数

本章では，本論文で用いている符号語コストについ

て説明する．コストのクラスや性質等の詳細は文献 [9]

を参照されたい．本論文を通じて，Y を有限の符号ア
ルファベットとし，アルファベット Y の元による長さ
n の系列の集合を Yn，系列 y1y2 · · · yn ∈ Yn を yn

と表記する．更に，Y の元による有限系列全体の集合
を Y∗，その元を y∗ と表記する．log 並びに exp の

底は |Y| とする．ただし，| · | は集合の要素数を表す
記号である．

2. 1 条件付コストと正則コスト

条件付コストは次のように定義される [9]．

［定義 1］ 系列 yi = y1y2 · · · yi ∈ Yi における yi の

条件付コストを

0 <= cst
(
yi|yi−1

)
<= +∞

によって定義し，系列 yn ∈ Yn のコストを

cst (yn)
�
=

n∑
i=1

cst
(
yi|yi−1

)
によって定義する． ✷

条件付コスト容量及び（条件付）正則コストは次の

ように定義される [9]．

［定義 2］ yi−1 ∈ Yi−1 に対する条件付コスト容量

α0

(
yi−1

)
は，∑

y∈Y
exp

{
−αcst

(
y|yi−1

)}
= 1 (1)

を満足する α の正の根である． ✷

［定義 3］ ある正数 d1，d2 (0 < d1 <= d2 < ∞) が存

在し，任意の y (∈ Y) 及び yi−1
(
∈ Yi−1

)
について

d1 <= cst
(
y|yi−1

)
<= d2 (2)

を満足し，かつ条件付コスト容量 α0

(
yi−1

)
が i 及び

yi−1 によらずに一定の値 α0（定コスト容量と呼ぶ）

を取るならば，このコストを（条件付）正則コストと

呼ぶ． ✷

（注意 1）正則コストの定義において，式 (2) を

0 <= cst
(
y|yi−1

)
<= d2 に緩めることはできない．

なぜなら，ある y が cst
(
y|yi−1

)
= 0 を満足するな

らば，式 (1)を満足する有限な α は存在しないからで

ある．

2. 2 有限状態コスト

S = {1, 2, · · · , |S|} を状態集合とし，s1 (∈ S) を
初期状態とする．また，関数 F (s, y) によって，状態

s ∈ S で y ∈ Y が生じたときの次の状態を表す．この
とき，条件付コストの特別な場合である有限状態コス

トとコスト容量を次のように定義する [1], [2]．

［定義 4］ 任意の s1, s
′ ∈ S に対し，ある有限系列

y1y2 · · · ym ∈ Y∗ が存在して，

s2 = F (s1, y1), s3 = F (s2, y2),

· · · , s′ = F (sm, ym)

を満足するとき，状態 s ∈ S における y ∈ Y の条件
付コストを

0 <= cst(y|s) <= +∞

によって定義し，系列 yn ∈ Yn のコストを

cst (yn)
�
=

n∑
i=1

cst(yi|si)

によって定義する．ただし，si+1 = F (si, yi) (i =

1, 2, · · ·) である． ✷

［定義 5］ 有限状態コストのコスト容量 α0 は，

|S| × |S| 行列 M(α) = (mik(α)) を

mik(α) =
∑

y∈Y:F (i,y)=k

exp{−αcst(y|i)}

によって定めるとき，det[M(α) − I|S|] = 0 を満足す

る最大の α である．ただし，I|S| は |S| 次の単位行列
であり，cst(y|i) = ∞ ならば exp{−αcst(y|i)} = 0

と約束する． ✷

（例 1）符号アルファベットを Y = {0, 1} とするとき，
0の数が 2個以上続かないようなランレングス制約は，

状態集合 S = {1, 2} を用いた有限状態コスト

F (1, 1) = F (2, 1) = 1, F (1, 0) = 2,

cst(0|1) = cst(1|1) = cst(1|2) = 1,

cst(0|2) = ∞

によって記述される．ただし，初期状態 s1 = 1 であ

る．このとき，

M(α) =

[
exp(−α) exp(−α)
exp(−α) 0

]
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であり，コスト容量 α0 は，

det

[
exp(−α) − 1 exp(−α)

exp(−α) −1

]
= 0

を満足する最大の α であるから，

α0 = log2

1 +
√

5

2

となる．なお，このコスト容量 α0 は，このランレン

グス制約を有する無雑音通信路の通信路容量 [11]と一

致している． ✷

正則コストと有限状態コストの間には包含関係がな

いことに注意する．例えば，正則コストは，それまで

の系列に依存して次の記号の条件付コストを定めるこ

とができるため，可算無限の状態を取り得る．正則コ

ストであり有限状態コストではない具体的なコストの

例を付録に示す．他方，有限状態コストでは，条件付

コストの値として零と無限大を許しており，ランレン

グス制約をコストとして自然に取り扱うことができる．

以下では，特に断らない限り，コストとして正則コス

トあるいは有限状態コストのみを取り扱うことにし，

いずれのコストも cst(·) によって表すことにする．

3. コスト付符号化における基本定理

本章では，コストを考慮した情報源符号化において

重要な基本定理を述べる．

まず，正則コストについての基本定理を述べる．

［基本定理 1］ A を有限集合とするとき，任意の語頭
符号 ψ : A → Y∗ と正則コストに対し，次の条件を満

足する語頭符号 ψ̃ : A → Y∗ が存在する．

α0cst
(
ψ̃(a)

)
<= �(ψ(a)) + α0d2 ∀a ∈ A (3)

ただし，�(·) は系列長を表す関数である．
また逆に，与えられた語頭符号 ψ : A → Y∗ に

対し，

�
(
ψ̂(a)

)
< α0cst(ψ(a)) + 1 ∀a ∈ A (4)

を満足する語頭符号 ψ̂ : A → Y∗ が存在する． ✷

（証明）文献 [2]の Proposition 2.2の証明と同様の手

法を用いる．A = {1, 2, · · · |A|} とし，一般性を失う
ことなく

�(ψ(1)) <= �(ψ(2)) <= · · · <= �(ψ(|A|))

が成り立つとする．このとき，i ∈ A に対して実数
βi ∈ [0, 1] を

βi =

i−1∑
k=1

exp{−�(ψ(i))}

によって対応させる，ただし，β1 = 0 とする．

次に，区間 [0, 1] を |Y| 個の右半開区間 J(y1) (y1 ∈
Y) に分割する．ただし，区間 J(y1) の幅は

exp{−α0cst(y1)} に等しい．このような分割が可
能なことは，α0 の定義からわかる．次に，各々

の区間 J(y1) (y1 ∈ Y) を |Y| 個の右半開区
間 J(y1y2) (y2 ∈ Y) に分割する．このとき，

区間 J(y1y2) の幅は exp{−α0cst(y1y2)} に等し
い．以下，同様の分割を繰り返し，n 回目の分

割では，J(y1y2 · · · yn−1) (y1y2 · · · yn−1 ∈ Yn−1)

を |Y| 個の右半開区間 J(y1y2 · · · yn) (yn ∈ Y)

に分割する．ただし，区間 J(y1y2 · · · yn) の幅は

exp{−α0cst(y1y2 · · · yn)} に等しい．このとき，正
則コストの定義（式 (2)）から，1 回の分割によって

得られる各々の区間の幅は分割前の区間幅のたかだか

exp{−α0d1}(< 1) 倍であり，分割を繰り返すことで

得られる各々の区間の幅はすべてに 0に収束する．し

たがって，任意の i ∈ A に対し，βi ∈ J(y∗) であり
かつ i 以外のすべての j ∈ A について βj /∈ J(y∗)
を満足する有限系列 y∗ ∈ Y∗ が必ず存在する．区間

J(y∗) の作り方から，このような有限系列 y∗ の中で

cst(y∗) を最小にする系列 y∗min は一意的に定まる．そ

こで写像 ψ̃ : A → Y∗ を，i ∈ A に対してそのような
系列 y∗min を対応させることによって定義すれば，ψ̃

は語頭符号である．他方，ψ̃(i) = y1y2 · · · ym のとき，

明らかに

exp{−α0cst(y1y2 · · · ym−1)} >= exp{−�(ψ(i))}

が成り立ち，上式と式 (2)から導かれる不等式

cst(y1y2 · · · ym)

= cst(y1y2 · · · ym−1) + cst(ym|y1y2 · · · ym−1)

<= cst(y1y2 · · · ym−1) + d2

から式 (3)が得られる．

次に，式 (4)の成立を示す．まず，Y∗ の部分集合 C

を C
�
= {ψ(a) : a ∈ A} によって定める．そして，C

を表す符号木（|Y| 分木）に最小本数の枝を付け加え，
完全木としたものを C̃ とすれば，C ⊂ C̃ と式 (1)か
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ら直ちに，∑
y∗∈C

exp{−α0cst(y
∗)} <=

∑
y∗∈C̃

exp{−α0cst(y
∗)}

= 1

が成り立つ．すなわち，∑
a∈A

exp{−α0cst(ψ(a))} <= 1

が成り立つので，L(a) ≡ �α0cst(ψ(a))� とすると，∑
a∈A

exp{−L(a)} <= 1

が成り立つ．このことと文献 [14]の定理 3.10から，任

意の a ∈ A に対して L(a) を符号語長とする語頭符号

ψ̂ : A → Y∗ が存在し，符号 ψ̂ は式 (4)を満足するこ

とがわかる．これで基本定理 1は証明された． ✷

（注意 2）基本定理 1は語頭符号に対して，符号長と正

則コストの尺度としての等価性を述べたものである．

なお，語頭符号のかわりにKolmogorov複雑量を考え

た場合が加藤 [9]によって示されている．

有限状態コストについての同様な基本定理を次に

示す．

［基本定理 2］ A を有限集合とするとき，任意の語頭
符号 ψ : A → Y∗ と有限状態コストに対し，次の条件

を満足する語頭符号 ψ̃ : A → Y∗ が存在する．

α0cst
(
ψ̃(a)

)
<= �(ψ(a)) +B ∀a ∈ A (5)

ただし，B は与えられた有限状態コストによって定ま

る定数である．

また逆に，与えられた語頭符号 ψ : A → Y∗ に

対し，

�
(
ψ̂(a)

)
< α0cst(ψ(a)) +B′ ∀a ∈ A (6)

を満足する語頭符号 ψ̂ : A → Y∗ が存在する．ただ

し，B′ は与えられた有限状態コストによって定まる

定数である． ✷

（証明）文献 [2]の Proposition 2.2と本質的に同一で

ある．式 (5)は文献 [2]の式 (2.24)にほかならない．そ

こで，式 (6)を示す．文献 [2]の式 (2.12)から，与え

られた有限状態コストに対し，

|S|∑
k=1

mik(α0) · ak = ai i = 1, 2, · · · , |S|

を満足する ai > 0 (i = 1, 2, · · · , |S|) が存在する．こ
のとき，文献 [2]の p.296で述べられた単位区間の分

割を考えれば，C
�
= {ψ(a) : a ∈ A} に対し，直ちに，∑

y∗∈C

exp{−α0cst(y
∗) + t(y∗)} <= 1

が成り立つ．ただし，yn = y1y2 · · · yn とするとき，

si+1 = F (si, yi) (i = 1, 2, · · · , n) であり，

t(yn)
�
= log

asn+1

as1

である．後は，t(y∗) が y∗ ∈ Y∗ に依存しない正の定

数で上から抑えられることに注目して，式 (4)の導出

と同様に行える． ✷

以下では，これらの基本定理を用いることによって，

符号長に関する従来の符号化定理（あるいは符号化逆

定理）から直ちに，コストに関する符号化定理（ある

いは符号化逆定理）が導けることを明らかにする．

4. ひずみを許容したコスト付符号化定理

本章では，ひずみ D (> 0) を許したときに符号語

のコストを最小にする符号 fD : Xn → Y∗，及び符号

語コストレートを r (> 0) で制限したときにひずみを

最小にする符号 fr : Xn → Y∗ の存在を述べる．

まず，レートひずみ理論に関する基本的な定義と表

記法について述べる．レートひずみ理論に関する詳細

は，例えば文献 [6]を参考にされたい．以下では，X
を（有限とは限らない）情報源アルファベット，X̂ を
有限の再生アルファベットとし，情報源 {Xi}∞i=1 は

X と表記する．本論文で取り扱う情報源 X は定常エ

ルゴード情報源に限定し，µX によって X に対応す

る確率測度を表す．

シンボル x ∈ X とシンボル x̂ ∈ X̂ との間のひずみ
測度 d は，X × X̂ → [0,∞) の可測関数であるとす

る．このとき，ブロックひずみを次のように定義する．

［定義 6］ 系列 xn ∈ Xn と系列 x̂n ∈ X̂n との間の

ブロックひずみは，

dn(xn, x̂n) ≡ 1

n

n∑
i=1

d(xi, x̂i) (7)

によって定義される． ✷

レートひずみ関数を次のように定義する．
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［定義 7］ 情報源 X のレートひずみ関数 RX(D)，及

びひずみレート関数 DX(R) は

RX(D) ≡ lim
n→∞

inf
pn∈Pn

D

1

n
I
(
Xn; X̂n

)
DX(R) ≡ lim

n→∞
inf

pn∈Pn
R

Epn

{
dn

(
Xn, X̂n

)}
によって定義される．ただし，Pn

D は Xn × X̂n 上の

確率測度 pn で，

(i)
∑

x̂n∈X̂n

pn(xn, x̂n) = µn
X(xn)

(ii) Epn

{
dn

(
Xn, X̂n

)}
<= D

を満足するものの集合，Pn
R は

(i)
∑

x̂n∈X̂n

pn(xn, x̂n) = µn
X(xn)

(ii)
1

n
I
(
Xn; X̂n

)
<= R

を満足するものの集合であり，Epn [·] は測度 pn に対

する平均を表す．また，I
(
Xn; X̂n

)
は Xn と X̂n と

の間の相互情報量

I
(
Xn; X̂n

)
≡ sup

F

∑
F n

i
×F̂ n

i
∈F

pn
(
Fn

i × F̂n
i

)

· log pn
(
Fn

i × F̂n
i

)
µn

X (Fn
i )µn

X̂

(
F̂n

i

)
である．ここで上限は，Fn

i ⊂ Xn，F̂n
i ⊂ X̂n，

Fn
i × F̂n

i ⊂ Xn × X̂n がそれぞれ µn
X，µ

n
X̂
，pn に関

して可測集合であるような Xn × X̂n 上のすべての分

割 F に関してとる．ただし，Pn
D が空集合ならば，

inf
pn∈Pn

D

1

n
I
(
Xn; X̂n

)
= ∞

とし，Pn
R が空集合ならば，

inf
pn∈Pn

R

Epn

{
dn

(
Xn, X̂n

)}
= ∞

とする． ✷

4. 1 ひずみを制限した場合

次の定理は，符号長に関する有ひずみ概収束符号化

定理と概収束符号化逆定理から，コストに関する概収

束符号化定理と概収束符号化逆定理が導けることを示

している．

［定理 1］ 与えられた定常エルゴード情報源に対し，ひ

ずみ D を許す n 次の語頭符号を Cn ≡ (φn, ψn,An)

で定義する．ただし，An は X̂n の部分集合，φn は

任意の xn ∈ Xn に対し，

sup
xn∈Xn

dn(xn, φn(xn)) <= D

を満足する Xn から An への可測関数，ψn は An か

ら語頭条件を満足する Y∗ の部分集合への 1対 1写像

である [7]．このとき，もし

lim sup
n→∞

1

n
�(ψn(φn(xn))) <= RX(D) a.s. (8)

を満足する符号列 {Cn} が存在すれば，任意の正則コ
ストあるいは有限状態コストについて，

lim sup
n→∞

1

n
cst

(
ψ̃n(φn(xn))

)
<=
RX(D)

α0
a.s. (9)

を満足する符号列
{(
φn, ψ̃n,An

)}
が存在する．

また逆に，ひずみ D を許す任意の符号列 {Cn} は

lim inf
n→∞

1

n
cst(ψn(φn(xn))) >=

RX(D)

α0
a.s. (10)

を満足する． ✷

（証明）ここでは，正則コストに限って証明を行う．有

限状態コストについては，基本定理 1のかわりに基本

定理 2を用いればよい．

(a) Achievability Partの証明

与えられた符号 Cn = (φn, ψn,An) に対し，写像

ψn を基本定理 1を満たす写像 ψ̃n に取り換えて得ら

れる符号 C̃n =
(
φn, ψ̃n,An

)
を考えよう．このとき，

式 (3)から

1

n
cst

(
ψ̃n(φn(xn))

)
<=
�(ψn(φn(xn)))

nα0
+
d2
n

が成り立つ．両辺の上極限を取り，式 (8)の仮定を用

いると直ちに式 (9)が導かれる．

(b) Converse Partの証明

与えられた符号 Cn = (φn, ψn,An) に対し，写像

ψn を基本定理 1を満たす写像 ψ̂n に取り換えて得ら

れる符号 Ĉn =
(
φn, ψ̂n,An

)
は，ひずみ D を許す符

号となるので，文献 [7]の Proposition 4 a)より

lim inf
n→∞

1

n
�
(
ψ̂n(φn(xn))

)
>= RX(D) a.s. (11)
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が成り立つ．ここで，式 (4)より，

lim inf
n→∞

1

n
cst(ψn(φn(xn)))

>= lim inf
n→∞

{
1

nα0
�
(
ψ̂n(φn(xn))

)
− 1

nα0

}
>=
RX(D)

α0
a.s.

が得られ，式 (10)が導かれた． ✷

（注意 3）定常エルゴード情報源やブロックひずみの仮

定（式 (7)）は，定理 1において本質的ではない．より

一般的には，ある情報源とあるブロックひずみに対し，

概収束符号化定理（式 (8)）及び概収束符号化逆定理

（式 (11)）が成り立てば，定理 1は成立する．そのよ

うなブロックひずみの例は文献 [7]を参照されたい．

定理 1 と有ひずみユニバーサル符号化定理（例え

ば [8, Theorem 2]）を組み合せることで，定理 2が得

られる．なお，定理 2は文献 [13]の定理 1を正則コス

ト及び有限状態コストに拡張したものになっている．

［定理 2］ 正則コストあるいは有限状態コストとひず

み D が与えられたとき，定常エルゴード情報源 X か

らの出力系列 xn ∈ Xn に対し，

lim
n→∞

1

n
cst(ψn(φn(xn))) =

RX(D)

α0
a.s.

を満足するようなユニバーサル符号列 {(φn, ψn,An)}
が存在する． ✷

4. 2 符号語コストレートを制限した場合

次の定理は，符号語コストレートを r で制限した場

合にも，同様な概収束符号化定理と概収束符号化逆定

理が成り立つことを示している．

［定理 3］ 与えられた定常エルゴード情報源に対し

て，レート R を有する n 次の語頭符号を Cn =

(φn, ψn,An) によって表す．ただし，|An| <=
∣∣X̂ ∣∣nR

である．このとき，もし

lim sup
n→∞

dn(xn, φn(xn)) <= DX (R) a.s. (12)

を満足する符号列 {Cn} が存在すれば，式 (12)を満

足し，かつ任意の正則コストあるいは有限状態コスト

と任意の ε > 0 に対し，1記号当りのコストとして定

義される符号語コストレートが

1

n
cst

(
ψ̃n(φn(xn))

)
<=
R

α0
+ ε ∀n > N(ε) (13)

を満足する符号列
{(
φn, ψ̃n,An

)}
が存在する．

また逆に，符号語コストレートを r に制限した任意

の語頭符号列 {Cn} は

lim inf
n→∞

dn(xn, φn(xn)) >= DX(α0r) a.s. (14)

を満足する． ✷

（証明）定理 1と同様に，コストが正則コストである

と仮定して証明を行う．

(a) Achievability Partの証明

仮定を満足する符号 Cn = (φn, ψn,An) として，

ψn が符号長 �nR� の固定長符号であるとしても一般
性を失わない．このとき，基本定理 1より，ある語頭

符号 ψ̃n : An → Y∗ が存在して，任意の a ∈ An に

ついて

α0cst
(
ψ̃n(a)

)
<= �nR� + α0d2 < nR+ α0d2 + 1

を満足する．これから直ちに，十分大きな n に対し，

符号 C′
n =

(
φn, ψ̃n,An

)
が式 (12)及び式 (13)を満

足することがわかる．

(b) Converse Partの証明

符号語コストレートを r で制限した語頭符号

Cn = (φn, ψn,An) において，定理 1 の Converse

Partの証明と同様にして，語頭符号 ψ̂n : An → Y∗

を構成すると，すべての x̂n ∈ An について

1

n
�
(
ψ̂n(x̂n)

)
<=
α0

n
cst(ψn(x̂n)) +

1

n

<= α0r +
1

n

が成り立つ．したがって，符号 Ĉn =
(
φn, ψ̂n,An

)
は

たかだかレート α0r + 1/n を有するので，文献 [7]の

Proposition 2 a)と DX(R) の連続性から

lim inf
n→∞

dn(xn, φn(xn)) >= lim
n→∞

DX(α0r + 1/n)

= DX(α0r) a.s.

が得られ，式 (14)が導かれた． ✷

（注意 4）定理 1と同様に，定常エルゴード情報源とブ

ロックひずみの仮定は，定理 3でも本質的ではない．

一般に，ある情報源とあるブロックひずみに対し，概

収束符号化定理とその逆定理が成り立てば，定理 3は

成立する．

定理 3 と有ひずみユニバーサル符号化定理（例え
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ば [8, Theorem 1]）を組み合せることで，定理 4が得

られる．なお，定理 4は，文献 [13]の定理 2を正則コ

スト及び有限状態コストに拡張したものになっている．

［定理 4］ 正則コストあるいは有限状態コストが与え

られたとき，符号語コストレートが r に制限された

符号で，定常エルゴード情報源 X からの出力系列

xn ∈ Xn に対し，

lim
n→∞

dn(xn, φn(xn)) = DX(α0r) a.s.

を満足するようなユニバーサル符号列 {(φn, ψn,An)}
が存在する． ✷

5. 無ひずみコスト付符号化定理

本章では，ひずみを許さないときに符号語のコスト

を最小にする符号 f : Xn → Y∗ の存在と平均コスト

冗長度について述べる．なお，本章を通じて，X は有
限集合とする．

5. 1 コスト付符号化定理

次の定理が，無ひずみ符号化における主要成果で

ある．

［定理 5］ 与えられた定常エルゴード情報源 X に対

して，n 次の無ひずみ符号を fn : Xn → Y∗ で定義す

る．このとき，もし

lim sup
n→∞

1

n
�(fn(xn)) <= H(X) a.s. (15)

を満足する符号列 {fn} が存在すれば，任意の正則コ
ストあるいは有限状態コストについて，

lim sup
n→∞

1

n
cst

(
f̃n(xn)

)
<=
H(X)

α0
a.s. (16)

を満足する無ひずみ符号列
{
f̃n

} (
f̃n : Xn → Y∗) が

存在する．ただし，H(X) は定常エルゴード情報源 X

のエントロピーレートであり，

H(X) = lim
k→∞

− 1

k

∑
xk∈Xk

µk
X

(
xk

)
log µk

X

(
xk

)

によって定義される．

また逆に，任意の無ひずみ符号列 {fn} は

lim inf
n→∞

1

n
cst(fn(xn)) >=

H(X)

α0
a.s. (17)

を満足する． ✷

定理 5は定理 1の特別な場合（X = X̂，d：ハミン
グ距離，D = 0）なので証明を省略する．

定理 5と無ひずみユニバーサル符号化定理（例えば

文献 [3, Theorem 4]）を組み合せることで，定理 6が

得られる．なお，定理 6は，文献 [10]のTheorem 2を

正則コスト及び有限状態コストに拡張したものになっ

ている．

［定理 6］ 正則コストあるいは有限状態コストが与え

られたとき，定常エルゴード情報源 X からの出力系

列 xn ∈ Xn に対し，

lim
n→∞

1

n
cst(fn(xn)) =

H(X)

α0
a.s.

を満足するような無ひずみユニバーサル符号列 {fn}
が存在する． ✷

5. 2 平均コスト冗長度

本節では，符号語のコストを最小にする符号の平均

コスト冗長度について考察する．なお，本節に限り，

情報源を X 上のユニフィラー情報源あるいは FSMX

情報源 [5]に制限し，語頭符号 fn : Xn → Y∗ は正規

（regular），すなわち，不等式

�(fn(xn)) >= − log µn
X(xn)

をすべての xn ∈ Xn について満足すると仮定する [5]．

平均コスト冗長度は次のように定義される．

［定義 8］ 語頭符号 fn : Xn → Y∗ の平均コスト冗長

度 rcstn (fn) を

rcstn (fn) =
1

n
Eµn

X
[cst(fn(Xn))] − H(X)

α0

によって定義する． ✷

このとき，無ひずみユニバーサル符号の平均コスト

冗長度に関して次の定理が成り立つ．

［定理 7］ 正則コストあるいは有限状態コストが与え

られたとき，S 個の状態を有するユニフィラー情報源

に対し，無ひずみユニバーサル符号 fn : Xn → Y∗

は，任意の ε > 0 と十分大きな n について

rcstn (fn) >=
S − ε
2α0n

logn (18)

を満足する．

また逆に，
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rcstn

(
f̂n

)
<=

S

2α0n
logn+O

(
1

n

)
(19)

を満足するような無ひずみユニバーサル符号 f̂n :

Xn → Y∗ が存在する． ✷

（証明）式 (18)の証明は，文献 [5]の Theorem 1と基

本定理 1または 2を組み合せることで容易に行える．

他方，式 (19)の証明は，文献 [5]の Theorem 2と基

本定理 1または 2を組み合せればよよい． ✷

本節では，コストレート及び平均コスト冗長度につ

いてのみ考察を行ったが，ミニマックス冗長度 [14]や

コスト付ユニバーサル符号の存在条件 [12]などについ

ても基本定理を用いることで同様の定理が容易に導け

ることに注意しておく．

6. む す び

本論文では，指定された範囲内のひずみを許した場

合に，正則コストあるいは有限状態コストによる符号

系列のコストを最小にするユニバーサル符号，及び符

号語コストレートを指定する範囲内で制限したときに

ひずみを最小にするユニバーサル符号の構成法を提案

し，これらの符号が漸近的に最良であることを示した．

更に，ひずみを許さない場合についても考察し，符号

系列のコストを最小にするユニバーサル符号の存在を

示すとともに，そのような符号が符号長及び平均コス

ト冗長度の点から漸近的に最良であることを示した．

今後の課題としては，（1）文献 [15]に示されたよう

なコスト表現の更なる一般化，（2）計算量，記憶量な

どの点で実用に耐え得るアルゴリズムの開発，（3）代

表的なランレングス制約に対してコスト容量を算出し，

ランレングス制約を有する無雑音通信路の容量と比較

することなどがあげられる．
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付 録

有限状態コストではない正則コストの例

Qi によって Yi 上の確率分布を表す．また，
{
Qi

}∞
i=1

によって整合性条件

Qi−1(y1y2 · · · yi−1) =
∑
yi∈Y

Qi(y1y2 · · · yi)

を満足する確率分布の列を表すことにする．ただし，{
Qi

}∞
i=1
はすべての yi ∈ Yi 及び i = 1, 2, · · · に対

し，ある q1, q2 が存在し

0 < q1 <= Qi
(
yi

)
/Qi−1

(
yi−1

)
<= q2 < 1 (A·1)

を満足するものとする．このとき，この確率分布列か

ら導かれるコスト

cst
(
yi|yi−1

)
= − log

Qi
(
yi

)
Qi−1 (yi−1)
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は i 及び yi−1 によらず定コスト容量 1を有する．ま

た，式 (A·1)から，直ちに式 (2)を満足することがわか

り，このコストは正則コストである．ここで，
{
Qi

}∞
i=1

は整合性条件と式 (A·1)を満たすように選べばよいの
で，必ずしも有限状態コストとは成り得ない．
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