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あらまし 情報源の統計的性質をあらかじめ知ることなく符号化・復号化が行え，かつ入力列が長くなるにつ
れて，平均符号長が情報源のエントロピーレートに漸近する符号をユニバーサル符号という．本論文では，代表
的なユニバーサル符号として，Zivと Lempelによって提案された増分分解に基づく Lempel-Ziv（LZ78）符号
を取り上げる．まず，LZ78符号の漸近的最良性と平均冗長度について詳細に述べた後，LZ78符号が情報源の符
号化のみならず情報理論における各種問題に対する最適解を具体的なアルゴリズムとともに与えることを示し，
ユニバーサル符号の情報理論における重要性を明らかにする．
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1. ま え が き

情報源の統計的性質をあらかじめ知ることなく符号

化・復号化が行え，かつ入力列が長くなるにつれて，

平均符号長が情報源のエントロピーレートに漸近する

符号をユニバーサル符号という．ユニバーサル符号の

研究は，ロシアの研究者 Fitingof [1]によって組合せ

論的な考え方を用いて創始された [2]．これと同時期に

米国の Lynchと Davissonが，2元の定常エルゴード

情報源についてやや実用的なユニバーサル符号を提案

した [3], [4]．70年代に入ると，これらの研究者による

啓蒙活動が原動力となり，ユニバーサル符号は活発に

研究されるようになり，Zivと Lempelによる 2種の

Lempel-Ziv（LZ）符号の提案 [5], [6]によって一つの

頂点に達したと考えられる．

本論文では，代表的なユニバーサル符号として，

Zivと Lempelによって提案された増分分解に基づい

た Lempel-Ziv（LZ78）符号 [5]を取り上げる．まず，

LZ78符号の漸近的最良性と平均冗長度の上界につい

て詳細に述べる．次に，LZ78符号が，情報源の符号

化のみならず，乱数の生成，仮説検定，通信路のユニ

バーサル復号法などの情報理論の各種問題に対する最
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適解を具体的アルゴリズムとともに与えることを示し，

ユニバーサル符号の情報理論における重要性の一端を

明らかにする．

以下では，情報源アルファベット X は有限とし，X
上の無限系列を x(= x1x2 · · ·) によって，また x の部

分列 xixi+1 · · ·xj を xji によって表す．特に断らない限

り，本論文で取り扱う符号は，2元の符号アルファベッ

ト {0, 1} を有する可変長符号であり，語頭条件を満足
するものとする．また，{0, 1} 上の有限系列の集合を
{0, 1}∗ によって表す．なお，log の底は 2とする．

2. LZ78符号とその漸近的最良性

本章では，代表的なユニバーサル符号である LZ78

符号について，符号化アルゴリズムとその漸近的最良

性について述べる．

2. 1 LZ78符号

LZ78符号では，符号化する系列 xn1 ∈ Xn を，次の

2条件を満足する部分列に分解することが基本になっ

ている [5]．

（条件 1） 最後の部分列を除いたすべての部分列は互

いに異なっている．

（条件 2） j 番目の部分列は，それまでに出現した

i(< j) 番目の部分列に最後の 1記号が付加されたもの

である．

この条件を満足する分解のことを増分分解

（incremental parsing）と呼ぶ．例えば，系列 x14
1 =
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01101011101001 は，増分分解によって

x14
1 = 0|1|10|101|11|01|00|1 (1)

のように分解される．増分分解によって系列 xn1 を分

解したとき，j 番目の部分列に対し，最後の 1記号を

除いて一致する部分列を表すインデックス i と最後の

1記号を合計 �log j|X |� ビットの 2元系列で表したも

のが LZ78符号である（注 1）．

増分分解は，「LZ分解木」と呼ばれる木によって容

易に行える．系列 xn1 ∈ Xn が与えられたとき，LZ分

解木は次のアルゴリズムによって構成される．

[LZ分解木の構成アルゴリズム]

Step.1 根だけからなる木を作り，

i←− 1, j ←− 1

とし，ポインタを根におく．

Step.2 ポインタのある節点から xj と同じラベルを

有する枝をたどり，その枝の先の節点にポインタを移

動する．もし，該当する枝がない場合は，Step.5 へ

行く．

Step.3 j = n ならば，xji を最後の部分列としてア

ルゴリズムを終了する．

Step.4 j ←− j + 1 として，Step.2へ戻る．

Step.5 xji を新たな部分列とする．ポインタの示す節

点から新しい枝を 1本伸ばし，その枝にラベル xj を

付加する．j = n ならば，アルゴリズムを終了する．

それ以外の場合は，

i←− j + 1, j ←− j + 1

として，再びポインタを根に戻した後，Step.2 に戻

る． ✷

一例として，式 (1)の増分分解に対応する LZ分解

木を図 1 に示す．

LZ分解木は次の性質を有する [7]．

（ 1） 木の枝数 e は，

e =

{
t, すべての部分列が異なるとき

t− 1, 上記以外のとき

を満足する．ただし，t は増分分解によって得られる

部分列の個数である．

（ 2） 各々の内部節点からはたかだか |X | 個の枝が
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図 1 LZ分解木の例
Fig. 1 An example of LZ parsing tree.

生えており，これらの枝は，ラベルとして X 上の相
異なる記号を有している．

（ 3） 根から出発するパス（経路）と増分分解によっ

て得られる相異なる部分列との間には 1対 1の対応が

ある．例えば，図 1 において根 v0 から節点 vj まで

のパスは，j 番目の部分列に対応している．

2. 2 LZ78符号の漸近最良性

次の定理は，LZ78符号の定常エルゴード情報源 [8]

に対する漸近最良性を表している．

［定理 1］（Ziv-Lempel [5]） エントロピーレート

H(X) を有する定常エルゴード情報源 X からの長

さ n の出力列 Xn
1 を LZ78符号によって符号化した

ときの符号長を LLZ78(X
n
1 ) とする．このとき，1記

号当りの符号長がエントロピーレートに確率 1で収束

する，すなわち，

lim
n→∞

1

n
LLZ78(X

n
1 ) = H(X) a.s.

が成り立つ．

この定理の証明法としては，ZivとLempelによる方

法 [5]，CoverとThomasによる方法 [9, ch.12]，Orn-

steinとWeissによる方法 [10]がある．ここでは，増

分分解以外の分解法にも適用可能なOrnsteinとWeiss

による証明法を示す．まず，証明に用いる定理と補題

を述べる．

［定理 2］（The distinct-words theorem [10]） 定常

エルゴード情報源 X と任意の ε > 0 に対し，X から

の出力列 x ∈ X∞ の部分列 xn1 が，相異なる部分列

w(1), w(2), · · · , w(t) によって

xn1 = w(1)w(2) · · ·w(t)

（注 1）：�x� は x 以上の最小整数を表し，|X| は集合 X の要素数を表
す．
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と分解されたとする．また �(w(i)) によって部分列

w(i) の長さを表す．このとき，n が十分大きければ∑
�(w(i))<

log n
H(X)+ε

�(w(i)) <= nε (2)

が確率 1で成り立つ．すなわち，w(i) (i = 1, 2, · · · , t)
の中で，長さが logn/(H(X) + ε) 未満のものの総長

はたかだか nε しかない．

［補題 1］（Ziv-Lempel [5]） C(xn1 ) によって，xn1 ∈
Xn を相異なる部分列に分解したときの部分列の最大

数を表す．このとき，零に収束する正の数の系列 {δn}
が存在して，

C(xn1 ) logn

n
<= (1 + δn) log |X |

が成り立つ．

以上の準備のもとで，定理 1 を証明する．増分分解

によって xn1 が t(xn1 ) 個の部分列に分解されるならば，

xn1 を LZ78符号化したときの符号長 LLZ78(x
n
1 ) につ

いて，

LLZ78(x
n
1 ) <=

t(xn
1 )∑

i=1

�log i|X |�

<

t(xn
1 )∑

i=1

(log i+ log |X |+ 1)

<= t(xn1 )(log n+ log |X |+ 1) (3)

が成り立つ．他方，増分分解によって得られた部分列

は，最後の部分列を除いて必ず相異なる．最後の部分

列がそれ以前に出現した部分列と一致すれば，最後の

部分列の長さ �t は，�t <= n/2 を満足する．したがっ

て，系列長 n が十分長ければ，系列 xn−�t
1 に定理 2

を適用することで，長さが log(n− �t)/(H(X)+ ε)未

満の部分列の長さの総和は (n− �t)ε 未満であること

がわかる．補題 1 から，そのような部分列の総数は，

たかだか (1 + δn)(n− �t)ε log |X |/ log((n− �t)ε) 個

未満である．したがって，

t(xn1 ) <=
(n− �t)(H(X) + ε)

log(n− �t)

+
(1 + δn)(n− �t)ε

log((n− �t)ε)
log |X |+ 1

<=
n(H(X) + ε)

logn

+
(1 + δn)nε

log(nε)
log |X |+ 1 (4)

が成り立つ．したがって，式 (3)と式 (4)とを組み合

わせることで，

lim sup
n→∞

1

n
LLZ78(x

n
1 ) <= H(X) + ε(1 + log |X |)

が得られる．ここで，ε > 0 は任意に小さくとれる

ので，

lim sup
n→∞

1

n
LLZ78(x

n
1 ) <= H(X)

が確率 1で成り立つ．

逆向きの不等式の成立は，「概収束符号化逆定理」と

呼ばれる次の定理によって示される．

［定理 3］（Baron [11]） {fn} によって語頭符号 fn :

Xn → {0, 1}∗ の系列を表す．エントロピーレート
H(X) を有する定常エルゴード情報源 X からの長さ

n の出力列 Xn
1 を符号 fn によって符号化したときの

符号長を Lf (X
n
1 ) とする．このとき，

lim inf
n→∞

1

n
Lf (X

n
1 ) >= H(X) a.s. (5)

が成り立つ．

（証明） 情報源 X の確率測度を µによって表す．各々

の n に対し，Xn の部分集合 Bn を

Bn


= {xn1 ∈ Xn : Lf (x

n
1 ) + log µ(xn1 ) <=−2 logn}

によって定義すれば，簡単な計算により，

Bn = {xn1 ∈ Xn : µ(xn1 ) <= 2−Lf (xn
1 )n−2}

が成り立つ．クラフトの不等式∑
xn
1 ∈Xn

2−Lf (xn
1 ) <= 1

に注意すれば，

∞∑
n=1

µ(Bn) =

∞∑
n=1

∑
xn
1 ∈Bn

µ(xn1 )

<=

∞∑
n=1

n−2
∑

xn
1 ∈Bn

2−Lf (xn
1 )

<=

∞∑
n=1

n−2

< ∞

が成り立つので，Borel-Cantelliの補題 [9]から，
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Lf (x
n
1 ) >= − log µ(xn1 )− 2 logn

が十分大きな n について確率 1 で成り立つ．ここ

で，Shannon-McMillan-Breimanの定理 [9, Theorem

15.7.1]から，

lim
n→∞

− 1

n
log µ(xn1 ) = H(X)

が確率 1で成り立つことに注意すれば，式 (5)の成立

がわかる． (Q.E.D.)

3. LZ78符号の平均冗長度

語頭符号 f によって系列 xn1 ∈ Xn を符号化したと

きの（pointwiseな）冗長度を

rf (x
n
1 )



=

1

n
(Lf (x

n
1 ) + log µ(xn1 ))

で定義する．ただし，Lf (x
n
1 ) は符号 f によって系列

xn1 を符号化したときの符号長を表し，µ(xn1 ) は対象

となる情報源における系列 xn1 の生起確率である．ま

た，この冗長度の平均，すなわち

E[rf ] ≡ E[rf (X
n
1 )]



=

∑
xn
1 ∈Xn

µ(xn1 )rf (x
n
1 )

を平均冗長度と呼ぶ．定義から明らかに

E[rf ] =
1

n
E[L(Xn

1 )]−H(X)

が成り立つ．これと，可変長符号化逆定理 [8, 定理 3.9]

から直ちに E[rf ] >= 0 が導ける．

LZ78符号の平均冗長度の上界を求める研究は，80

年代後半から行われてきた．そして平均冗長度が

E[rLZ78] <= O

(
log log n

logn

)

を満足することは，既に Coverらによって示されてい

た [9, Theorem 12.10.1]．また，Plotnik-Weinberger-

Ziv [12]は，かなり広範な情報源について上記の上界

式が成り立つことを示した．しかしながら，彼らは実際

のシミュレーションの結果から見るとこの冗長度は大

きすぎると指摘した．他方，ShtarkovとTjalkens [13]

は，無記憶情報源あるいはマルコフ情報源 [8]につい

て LZ78符号の平均冗長度は O(1/ logn) であるとの

予想を述べ，LZ78符号の平均冗長度のオーダを決定

する問題が大きく脚光を浴びるに至った．

この問題について，Louchard-Szpankowski は，2

元無記憶情報源における LZ78符号の平均冗長度の最

高次のオーダのみならず，その係数までを完全に定め

た．彼らの成果を次の定理に示す．

［定理 4］（Louchard-Szpankowski [14]） 2元無記憶

情報源において記号 0及び記号 1が出現する確率を，

それぞれ p(> 0) 及び q(= 1 − p) とするとき，この

情報源からの長さ n の系列を LZ78符号によって符号

化したときの平均冗長度は，

E[rLZ78] = h(p)
2− γ − h2

2h(p)
+ α− δ0(n)

logn

+O

(
log log n

log2 n

)

である．ただし，h(x) はエントロピー関数であり，

γ = 0.577 · · · はオイラー定数であり，h2 と α は，

h2


= p log2 p+ q log2 q 及び

α


= −

∞∑
k=1

pk+1 log p+ qk+1 log q

1− pk+1 − qk+1

で定まる定数である．更に，関数 δ0(x) は平均零で微

小な振幅を有する振動項であり，p = q = 0.5のとき振

幅 10−6 以下，それ以外のときは limx→∞ δ0(x) = 0

を満足する．

定理 4 は，無記憶情報源に関する LZ78符号の性能

について，最良の漸近的評価を与えている．すなわち

LZ78符号の平均冗長度が O(log logn/ logn) ではな

く，O(1/ logn) で減衰することを示すとともに，平

均冗長度の最高次の係数を初めて明らかにした．更に，

彼らは，定常マルコフ情報源についても，平均冗長度

のオーダは 1/ logn であると予想し，その係数につい

ても予想を出しているが [14]，これは未解決である．

なお，一般の定常エルゴード情報源については，平均

冗長度が 1/ logn のオーダで減衰することは不可能で

あることが Shieldsによって示されている [15]．

他方，ユニフィラー情報源 [8]に対する LZ78符号の

平均冗長度の上界については次の定理が知られている．

［定理 5］（Savari [16]） 情報源アルファベット X と
K 個の状態を有するユニフィラー情報源からの出力系

列 xn1 を LZ78符号で符号化した際の冗長度は，

rLZ78(x
n
1 ) <=

− log µn(xn1 )

n logn
log

(
K(|X | − 1)

H(X)

)

+o

(
1

logn

)
(6)

を満足する．ただし，H(X) は情報源のエントロピー

レートを表す．

式 (6)の両辺の平均をとることによって，直ちに，
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E[rLZ78] <=
hmax

logn
log

(
K(|X | − 1)

H(X)

)
+o

(
1

logn

)

が得られ，ユニフィラー情報源についても LZ78符号

の平均冗長度が 1/ logn のオーダで減衰することがわ

かる．ただし，hmax は 1文字当りの最大の自己情報

量である．

これらの成果とは別に，KiefferとYangは，初等的

な手法で無記憶情報源に対する LZ78符号の冗長度を

評価する方法を示した．以下では，彼らの成果とその

手法について解説する．

［定理 6］（Kieffer-Yang [7]） 情報源 X が X 上の分
布 P に従う無記憶情報源とする．このとき，xn1 ∈ Xn

について，

rLZ78(x
n
1 ) <=

8t(xn1 )Q

n
(7)

が成り立つ．ただし，t(xn1 ) は xn1 を増分分解したと

きの部分列の数を表し，

Q = max
a∈X :

P (a)>0

(− logP (a))

である．

この定理を用いて，LZ78符号の無記憶情報源に対

する冗長度が一様に 1/ logn のオーダで減衰すること

は次のようにして示せる．t(xn1 ) <= C(xn1 ) + 1 に注意

して，式 (7)の右辺に補題 1 を適用することで，

max
xn
1 ∈Xn

rLZ78(x
n
1 ) <= O

(
1

logn

)

が得られる．また，この式は，定理 1 を無記憶情報源

に制限したときの別証明を与えている．

定理の証明に先立ち，補題を一つ示す．

［補題 2］（Kieffer-Yang [7]） T をLZ分解木とする．

T の節点のうちで，ちょうど |X | 個の子を有する節点
の集合を V0(T ) によって表す．また，V0(T ) に属し

ていない T の節点の集合を V1(T ) によって表す．こ

のとき，もし V0(T ) が空でないならば，V0(T ) に属

するすべての節点 v に対して，次の 2条件を満足する

T 上のパス（経路）πv が存在する．

（ 1） v′(∈ V0(T )) と v が相異なる節点ならば，パ

ス πv とパス πv′
は共通の枝をもたない．

（ 2） パス πv は節点 v から始まり V1(T ) に属す

る節点で終わる．

例えば，図 1 の LZ 分解木においては，V0(T ) =

{v0, v1, v2}，V1(T ) = {v3, v4, v5, v6, v7} である．ま

た，(vi, vj)によって節点 vi から節点 vj への枝を表す

と，パス πv0 = {(v0, v1), (v1, v7)}，πv1 = {(v1, v6)}，
πv2 = {(v2, v3)} は補題の条件を満足する．
この補題の証明は文献 [7]を参照されたい．

（定理 6 の証明） xn1 ∈ Xn を一つ固定し，T を xn1

の LZ分解木とする．また，e によって T の枝の数を

表す．このとき e は増分分解によって生じる相異なる

部分列の数 t(xn1 ) に等しいか 1だけ小さい．このこと

から，式 (3)と同様にして，

LLZ78(x
n
1 )

<= (e+ 1) log(e+ 1) + t(xn1 )(log |X |+ 1)

<= e log e+ 2 + e+ t(xn1 )(log |X |+ 1) (8)

の成立がわかる．ただし，最初の不等式は

t(xn
1 ))∑

i=1

log i <= t(xn1 ) log t(x
n
1 )

を用いた．ここで，枝の数 e と系列 xn1 の生起確率

µ(xn1 ) の間に関係式

e log e <= − log µ(xn1 ) + e(2Q+ 1) (9)

が成り立つことが示されれば，式 (8)に式 (9)を代入

して，不等式 1 <= log |X | <= Q を用いれば，式 (7)を

得る．したがって，以下では，式 (9)の成立を示す．

T の根を v0 とし，

V0(T )
∗ 

= V0(T )− {v0}

V1(T )
∗ 

= V1(T )− {v0}

V (T )∗


= V0(T )

∗ ∪ V1(T )
∗

とする．各々の v ∈ V (T )∗ に対し，πv によって根 v0

から v に至る唯一のパスを表す．更に，T の任意のパ

ス π に対し，x(π) によってパス π をたどったときに

得られる枝のラベルの系列を表す．さて，X 上の系列
の集合 S1 を

S1


= {x(πv) : v ∈ V1(T )

∗}

によって定義する．V1(T ) の定義から，各々の u ∈ S1

について，ある記号 a(u) ∈ X が存在し T の根から

出発する系列 u′ = ua(u) に対応するパスは存在しな

い．このとき，S′
1 = {u′ : u′ = ua(u), u ∈ S1} はプ

リフィックス集合なので，直ちに∑
u′∈S′

1

µ(u′) <= 1
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が得られ，P (a(u)) >= 2−Q に注意すれば，∑
v∈V1(T )∗

µ(x(πv)) <= 2Q (10)

の成立がわかる．

もし V0(T )
∗ が空集合ならば，|S1| = e であり

V (T )∗ = V1(T )
∗ が成り立つ．したがって，対数和不

等式 [8, 定理 2.3]から

e log
e∑

v∈V (T )∗
µ(x(πv))

<=

∑
v∈V (T )∗

1 · log 1

µ(x(πv))

が成り立つ．左辺に式 (10)を代入して整理すると，

e log e <=


 ∑

v∈V (T )∗
− log µ(x(πv))


 + eQ (11)

が得られる．集合 {x(πv) : v ∈ V (T )∗} は増分分解に
よって得られる相異なる部分列の集合と一致するので，∑

v∈V (T )∗
− log µ(x(πv)) <= − log µ(xn1 ) (12)

が成り立つ．この式を式 (11)に代入すると，

e log e <= − log µ(xn1 ) + eQ

が得られ，これは式 (9)の成立を意味する．

次に，V0(T )
∗ が空集合でない場合を考える．補題 2

から，任意の v ∈ V0(T )
∗ に対し，節点 v から出発

し，V1(T )
∗ に属する節点で終わるパス πv が存在し，

これらのパス {πv : v ∈ V0(T )
∗} は互いに共通の枝を

もたない．各々の v ∈ V0(T ) に対し，πvπv によって，

T 上でパス πv とパス πv を続けてたどって得られる

パスを表し，V (T )∗ 上の関数 µ∗ を

µ∗(v)


=

{
µ(x(πv)), v ∈ V1(T )

∗

µ(x(πvπ
v)), v ∈ V0(T )

∗

によって定める．このときパス {πvπv : v ∈ V0(T )
∗}

は，V1(T )
∗ に属する相異なる節点で終わるので，∑

v∈V0(T )∗
µ∗(v) <=

∑
v∈V1(T )∗

µ(x(πv))

が成り立つ．この式と式 (10)を組み合わせることで，∑
v∈V (T )∗

µ∗(v) =
∑

v∈V0(T )∗
µ∗(v) +

∑
v∈V1(T )∗

µ∗(v)

<= 2
∑

v∈V1(T )∗
µ∗(v)

<= 2Q+1

が得られる．この式と，|V (T )∗| = e から，式 (11)の

導出と同様にして，

e log e <=


 ∑

v∈V (T )∗
− log µ∗(v)


+ e(Q+ 1)

が得られる．ここで，パス {πv : v ∈ V0(T )
∗} が共通

の枝をもたないことから，∑
v∈V0(T )∗

− log µ∗(v) <=

∑
v∈V0(T )∗

− log(x(πv))

+
∑

e∈E(T )

− logP (l(e))

が成り立つ．ただし，E(T ) は T の枝の集合を表し，

l(e) は枝 e のラベルを表す．この式の最後の項は eQ

によって上から抑えられる．この結果と，∑
v∈V1(T )∗

− log µ∗(v) =
∑

v∈V1(T )∗
− log µ∗(x(πv))

及び式 (12)を用いれば，式 (9)の成立がわかる．

(Q.E.D.)

なお，Kieffer-Yangが文献 [7]で指摘しているよう

に，定理 6 は無記憶情報源のみならず，より一般的な

情報源についても成立する．例えば，定理 6 がユニ

フィラー情報源についても成り立つことを示すのは良

い演習問題である．

4. LZ78符号の応用

本章では，LZ78符号に代表されるユニバーサル符

号の情報理論における各種の応用について述べる．

4. 1 乱数生成への応用

もし情報源符号化によって系列中の冗長性が取り除

かれるのならば，符号語中に出現する記号 0と 1はラ

ンダムに発生するはずである．このことは，情報源符

号化によって真の乱数が生成できることを意味してい

る．本節では，（ユニバーサルな）可変長符号による乱

数生成について，Visweswariah-Kulkarni-Verdú [17]

及び韓 [18]による成果を示す．なお，固定長符号によ

る乱数生成については，文献 [18]を参照されたい．

まず，レート R の乱数生成器を定義する．

［定義 1］（Visweswariah-Kulkarni-Verdú [17]）定常

エルゴード情報源 X に対し，写像 fn : Xn → {0, 1}∗
の列がレート R の乱数生成器であるとは，入力系列

長 n に依存する正整数の集合 Gn が存在して，次の

条件を満足することである．
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(i) lim
n→∞

Pr{Lf (X
n) ∈ Gn} = 1

(ii) lim inf
n→∞

1

n

∑
r∈Gn

rPr{Lf (X
n) = r} = R

(iii) lim sup
n→∞

max
r∈Gn

1

r
D(fn,r(X

n) ‖ Br) = 0

ただし，Lf (X
n)は，系列 Xn を fn によって写像して

得られる列の長さを，また D(· ‖ ·) はダイバージェン
スを表す．fn,r(Xn) は，入力列を {xn1 : Lf (x

n) = r}
に制限したとき符号 fn によって得られる各々の符号

語の生起確率を，Br は {0, 1}r 上の一様分布をそれ
ぞれ表す．

条件 (i) は Gn に属さない符号長が現れないこと，

条件 (ii) は入力 1 記号当りの出力乱数列の平均長が

レート R になること，条件 (iii)は得られた乱数列が

一様分布に従うことを意味している．このとき，次の

定理が成り立つ．

［定理 7］（Visweswariah-Kulkarni-Verdú [17]） も

し，定常エルゴード情報源 X と任意の δ > 0 に対し，

語頭符号 fn : Xn → {0, 1}∗ が，
lim
n→∞

Pr(|Lf (X
n)−H(Xn)| <= H(Xn)δ) = 1

(13)

を満足するならば，語頭符号 fn はレート H(X) の乱

数生成器である．

Visweswariah らは，Shannon 符号，Huffman 符

号及び LZ78 符号が条件 (13) を満足することを示し

た [17]．

他方，次の定理は，情報源 X から取り出せる乱数

のレートが H(X) で制限されることを表している．

［定理 8］（Visweswariah-Kulkarni-Verdú [17]） 定

常エルゴード情報源 X に対し，任意の乱数生成器の

レート R は常に R <= H(X) を満足する．

これらの定理から，LZ78符号は，入力される定常

エルゴード情報源に依存せず，漸近的に最大のレート

を達成するユニバーサルな乱数生成器であることが結

論される．

この成果とは別に，韓は，語頭符号が，規格化され

た条件付きダイバージェンスを零にするという意味で

の乱数生成になっていることを示した．

［定理 9］（韓 [18, 定理 2.19]） X を有限あるいは可
算無限アルファベットとする．もし，定常エルゴード

情報源 X に対し，語頭符号 fn : Xn → {0, 1}∗ が，

lim
n→∞

1

n
E[Lf (X

n)] = H(X) (14)

を満足するならば，

lim
n→∞

1

n

∞∑
r=1

Pr(In = r)D(fn,r(X
n) ‖ Br) = 0

(15)

が成り立つ．ただし，In は Lf (x
n) = m ならば

In = m なる確率変数である．

X が有限アルファベットならば LZ78符号は明らか

に式 (14)を満足するので，LZ78符号は式 (15)の意

味でのユニバーサルな乱数生成器となっている．

4. 2 仮説検定への応用

X 上の二つの情報源 X1 と X2 があり，ある系列

xn1 ∈ Xn が与えられたとき，この系列が二つの情報

源のどちらから出力されたものかを判定するのが仮説

検定である [18]．実際の仮説検定では，受容域と呼ば

れる Xn の部分集合 An を定め，与えられた系列 xn1

が xn1 ∈ An を満足するときは情報源 X1 から出力さ

れたと判定し，そうでないときは情報源 X2 から出力

されたとする．受容域は，判別関数 h : Xn → R を用

いて，An = {xn1 ∈ Xn : h(xn1 ) > 0} として常に書く
ことができる．

さて，情報源 X1 及び X2 が，それぞれ分布 P1 及

び P2 に従う定常エルゴード情報源であるとき，

P2(An) <= 2−λn

という条件下で P1(An) を最大にする問題を考えよう．

この問題は，X2 から系列 xn1 が出力されたとき，X1

から出力されたと誤って判定する確率を 2−λn 以下に

抑えたまま，X1 から xn1 が出力されたときに，正し

く判定する確率を最大にすることを意味する．仮説検

定について，最も一般的な成果が次の定理である．

［定理 10］（韓 [18, 定理 4.1]） X を有限あるいは可
算無限アルファベットとする．任意の ε > 0 に対し，

ある受容域 An が存在して，P2(An) <= 2−λn かつ

lim
n→∞

P1(An) >= 1− ε

が成り立つための必要十分条件は，D(P1 ‖ P2) > λ

である．ただし，

D(P1 ‖ P2)



= p- lim inf

n→∞
1

n

∑
xn
1 ∈Xn

P1(x
n
1 ) log

P1(x
n
1 )

P2(xn1 )

であり，p-liminf は確率的下極限 [18] を表す．また，

そのような受容域は，判別関数
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h(xn1 )


=

1

n
log

P1(x
n
1 )

P2(xn1 )
− λ

によって定められる．

さて，Zivは，分布 P2 が既知であるが，分布 P1 が

未知の場合の仮説検定を考え，次の定理を得た．

［定理 11］（Ziv [19]） 判別関数を

h′(xn1 , λ)


=

1

n
[− logP2(x

n
1 )− LLZ78(x

n
1 )]− λ

によって定めれば，受容域 A′
n



= {xn1 ∈ Xn :

h′(xn1 , λ) > 0} は，分布 P1 に依存しない．このと

き，与えられた λ > 0 について，

D(P1 ‖ P2) > λ

を満足するならば，任意の ε > 0 について P2(A
′
n) <=

2−nλ かつ

lim
n→∞

P1(A
′
n) >= 1− ε

が成り立つ．

（注意） Zivは，P1 と P2 が fading memory condi-

tion [19, 式 (1)] を満足する定常エルゴード情報源に

ついて定理 11 を証明したが，定理 10 を利用すれば，

そのような条件は不要である．

更に，Zivは，分布 P1 及び P2 がともに未知だが，

X2 からのトレーニング系列が利用できる場合につい

てもユニバーサル符号を用いて仮説検定が行えること

を示しているが，やや複雑な定義が必要なので割愛す

る．興味のある方は文献 [19]を参照されたい．

4. 3 通信路符号化への応用

Zivは，ユニフィラーな有限状態通信路において，通

信路の統計的性質に依存せず，しかもランダム符号化に

よる信頼性関数を達成するユニバーサルな復号法を増

分分解に基づいて構成した [20]．更に，Lapidoth-Ziv

は，上記のユニバーサル復号法が必ずしもユニフィ

ラーではない有限状態通信路についても適用できるこ

とを明らかにした [21]．本節では，これらのユニバー

サル復号法について述べる．

まず，有限状態通信路を定義する．

［定義 2］（有限状態通信路） X と Y をそれぞれ有
限の入出力アルファベット，S を状態を表す有限集合

とする．このとき，有限状態通信路は，遷移確率

W (y, s′|x, s) y ∈ Y, x ∈ X , s, s′ ∈ S

によって完全に定められる．特に，初期状態 s0 ∈ S

が与えられたとき，通信路に xn1 ∈ Xn を入力して

yn1 ∈ Yn が出力される確率は，

W (yn1 |xn1 , s0) =
∑

sn
1 ∈Sn

n∏
i=1

W (yi, si|xi, si−1)

によって与えられる．

Zivの復号法は次のように述べられる [20]．今，符

号語集合 C(⊂ Xn) に属する符号語 xn1 と受信語

yn1 ∈ Yn が与えられたとき，{(xi, yi)}ni=1 を X × Y
上の系列と考えて増分分解する．例えば，x = 010001，

y = 010101 は，

x = 0|1|00|01
y = 0|1|01|01

と分解される．さて，c(yn1 ) によって yn1 の部分列の総

数を表し，y(l)によって yn1 の相異なる部分列で l番目

に出現するものを表す．更に，cl(xn1 |yn1 )によって y(l)

の出現回数を表す．先の例では，y(1) = 0，y(2) = 1，

y(3) = 01 であり，c1(x
n
1 |yn1 ) = 1，c2(x

n
1 |yn1 ) = 1，

c3(x
n
1 |yn1 ) = 2 である．このとき，復号関数を

u(xn1 , y
n
1 )



=

1

n

c(yn
1 )∑

l=1

cl(x
n
1 |yn1 ) log cl(xn1 |yn1 )

によって定義し，受信語 yn1 を u(xn1 , y
n
1 ) を最小にす

る符号語 xn1 ∈ C に復号する．この復号法が通信路に

依存しないのは明らかである．

Zivの復号法について，次の定理が成り立つ．

［定理 12］（Lapidoth-Ziv [21]） W を有限状態通信

路とする．P
n
W,ML(error) によって，復号法として最

ゆう復号法を用い，X 上の一様分布に基づくランダム
符号化によって符号語を定めた際の平均復号誤り率を

表す．また，P
n
W,Z(error) によって，Zivの復号法を

用いた際，同様のランダム符号化による平均復号誤り

率を表す．このとき，すべての W について

lim
n→∞

1

n
log

P
n
W,Z(error)

P
n
W,ML(error)

= 0

が成り立つ．更に，符号長 nの符号語集合の系列 {Cn}
が存在して，すべての W について

lim
n→∞

1

n
log

Pn
W,Z(error|Cn)

P
n
W,ML(error)

= 0
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が成り立つ．ただし，Pn
W,Z(error|Cn) は，符号 Cn を

Zivの復号法で復号したときの平均復号誤り率を表す．

この定理は，ランダム符号化の信頼性関数が通信路

に依存しないユニバーサル復号法によっても達成でき

ることを示すとともに，実際にユニバーサルな通信路

符号の存在を示している．

5. む す び

本論文では，LZ78符号の漸近的最良性及び平均冗

長度の上界を明らかにするとともに，LZ符号が各種

の情報理論の問題の解法に有効であることを明らか

にした．紙面の都合で述べられなかったユニバーサル

符号の応用として，補助情報源を伴う情報源のユニ

バーサル符号化 [22]，ひずみを許したユニバーサル符

号化 [23], [24]，ユニバーサルギャンブリング [25]，ユ

ニバーサル予測 [26]，通信路の遅延推定 [27]などがあ

り，これらについては，いずれ機会を見つけて解説し

たい．
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