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レート分割法による多重アクセス通信の誤り指数につ
いて
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あらまし レート分割多重アクセス法は，符号分割

多重アクセス方式の一方式である．小文では，�ユー

ザの多重アクセス通信路に対して，達成可能領域の内

点における新しいレート分割法を提案し，提案した

レート分割法によって得られる誤り指数の上界と下界

を計算している．

キーワード 誤り指数，多重アクセス通信路，レー

ト分割多重アクセス，符号分割多重
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移動体通信ネットワークのアップリンクや衛星通信

などに用いられている通信路のモデルとして，多重ア

クセス通信路が知られている．ガウス雑音を伴う多重

アクセス通信路に対する符号化法として，�������と

��	
��は，達成可能領域内のレートを分割して伝

送を行う，レート分割多重アクセス（�
�����������

������� ��������� ����）という方式を提案し，

レート分割を行わない場合と同一の容量が達成できる

ことを示した ���．しかしながら，�������と��	
��

は，達成可能領域の境界上におけるレート分割法を示

しているだけで，達成可能領域の内点におけるレート

分割の方法を明らかにしていない．しかも，ガウス雑

音を伴う多重アクセス通信路におけるレート分割法の

誤り指数の上界や下界は示されていない．

小文では，ガウス雑音を伴う多重アクセス通信路に

対して，達成可能領域の内点において誤り指数の下界

を最大にするようにレートを定める新しいレート分割

法を提案する．更に，レート分割法で達成可能な誤り

指数の上界を求め，提案したレート分割法の誤り指数

の下界，ならびにレート分割を行わない場合の誤り指

数の下界と比較している．

�� 多重アクセス通信路

入力 �$� � � � � �� � �に対し，出力 � � �が，

� �
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で与えられる通信路をガウス雑音を伴う多重アクセス

通信路という ���．但し，�は実数の集合を表し，各

入力 �� �� � �� �� � � � ���は � 乗平均値が �� 以下に

制約されている（パワー制約と呼ぶ）とする．また，

雑音 �は各入力と独立で，平均零で分散 �& のガウス

分布に従うランダム変数とする．以下，特に断らない

限り，ガウス雑音を伴う多重アクセス通信路のみを取

り扱う．

次の定理は，多重アクセス通信路の達成可能領域を

表している � �! �"�．

［定理 �］ （多重アクセス通信路の達成可能領域）

ユーザ � �� � �� �� � � � ���のパワー制約が �� であ

ることを，��$� � � � � ���によって表す．雑音分散 �&

を有する多重アクセス通信路に対し，
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を満たす非負の要素から成るレート � �タプル

� � ��$� � � � � �� � � �� の集合によって達成可

能領域を定める．但し，
���は，雑音分散 �& を有す

るガウス雑音通信路に対して，送信パワーを � に制

約したとき，
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によって表されるガウス雑音通信路の通信路容量であ

る �#�．このとき，達成可能領域内のレートに対して

は，符号長を長くするにつれて，復号誤り率が $に近

づく符号が存在する．逆に，達成可能領域外のレート

に対しては，どのような符号を用いても，符号長を長

くするにつれて，復号誤り率が �に近づく． �

特に，�ユーザの場合の達成可能領域は，
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となる．

以下，小文では，便宜上ユーザ数を �に制限して議

論を行う．
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�� レート分割多重アクセス

本章では，具体的なレート分割（����）法による

符号化と復号化について述べる ���．���� 法では，

� ユーザのうち� � �ユーザのレートを �分割し，

�� � � 個の符号を用いて多重アクセス通信を行う．

以下では，便宜上ユーザ数を �に制限して説明を行う．

�� � レート分割（����）法の符号化

� ユーザのレート分割法による多重アクセスシ

ステムを 図 � に示す．このシステムでは，ユーザ

� のレート �$ を � つのレート ��$� �+� に分割する

��$ � �+ � �$�．これに伴い，ユーザ � の送信メッ

セージ $ を �つのメッセージ �
$ と �

+に分割し，

それぞれレート �$の符号器 ��
$およびレート �+の符

号器 ��
+によって符号化した後，白色ガウス雑音を伴

う多重アクセス通信路に送信する．他方，ユーザ �の

送信メッセージ & は分割せずにレート �& � �& の

符号器 �& によって符号化し，多重アクセス通信路に

送信する．復号器 � は，受信語から  つの送信メッ

セージの推定値 %�
$� %

�
+� %& を出力する．

�������と ��	
��は，次のようなレート分割法

を提案している ���．いま，任意のパワー制約 ��$� �&�

と雑音分散 �& について


$ 	 
��$� �
&�


& 	 
��&� �
&�


$ �
& � 
��$ � �&� �
&�

���
�� ���

を満足する任意のレート対 �
$� 
&�を考える．ここ

で，� � $ を
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を満足する唯一の値として定める．このとき，雑音

分散 �& を有する  入力の多重アクセス通信路を考

え，この通信路に対するパワー制約 � � ��$� �&� �+�
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図 � レート分割多重アクセスシステム
��� � ������������	� �������� �������	� �������

とレートタプル ��$� �&� �+�を	�

��

�$ � �

�& � �&

�+ � �$ � �

	�

��

�$ � 
��$� �
&�

�& � 
��&� �
& � �$�

�+ � 
��+� �
& � �$ � �&�

���

によって定める．このとき，容易に分かるように，

�$ � �+ � 
$

�& � 
&

が成り立つ．従って，ユーザ �は，レート �$および �+

の �種の符号を用いることで，レート 
$での通信が

可能である．尚，実際に用いるレート �� �� � �� ��  �

の符号は，平均零，分散 �� を有するガウス分布に従

うランダム符号化によって構成する．

ここで注意することは，�������と ��	
��は，

式 ���の  番目の式の等号の成立を仮定していること

である．従って，達成可能領域の内点で表されるレー

ト対，すなわち
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を満足するレート対 �
$� 
&�に対するレート分割の

方法は未知である．

�� � ����法の復号化

����法の復号は，次のように行われる．まずレー

ト �+ の符号が雑音 ��& � �$ � �&� を有するガウス雑

音通信路を通じて送られたとみなして，レート �+ の

符号を復号する．次に，この符号語を受信信号から減

じたものを新たな受信信号とし，レート �& の符号が

雑音 ��& � �$�を有するガウス雑音通信路を通じて送

られたとみなして，レート �& の符号を復号する．最

後に，この符号語を受信信号から減じたものを新たな

受信信号とし，レート �$ の符号が雑音 �& を有する

ガウス雑音通信路を通じて送られたとみなして，レー

ト �$の符号を復号する．一連の復号の過程において，

復号対象としていない符号語を白色ガウス雑音とみな

せることが ����法の本質である．

�� 誤り指数に基づく新しいレート分割法

本章では，達成可能領域の内点でも適用可能な新し

いレート分割法を提案すると共に，提案した方法に対

する誤り指数の下界とレート分割法の誤り指数の上界

を求める．以下では，便宜上 �ユーザの場合について

�
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議論を行うが，� ユーザの場合でも �� � �個の符

号の復号の順番さえ定めれば，提案方法は自然に拡張

できる．

�� � 達成可能領域内におけるレート分割法と誤り

指数の下界

パワー制約 ��$� �&� と達成可能領域内のレート

対 ��$� �&�が与えられたとき，これらを分割して

得られる  ユーザのパワー制約とレートタプルを

� � ��$� �&� �+�と ��$� �&� �+� によって表す．このと

き，これらは制約条件

�$ � �+ 	� �$� �& 	� �&

�$ � �$ � �+� �& � �&

$ 	 �$ 	 �$� $ 	 �& 	 �&� $ 	 �+ 	 �+

���
�� � �

を満足する．但し，��$� �&� �+�は式 ���で定まるレー

トタプルである．式 � �を満たす �と ��$� �&� �+�に

ついて，� �� � �� ��  � 番目の符号を，符号長 �，

&� �����個の各符号語を平均零，分散が式 � �の ��

を有するガウス分布に従うランダム符号化によって定

めた場合，レート �� の符号の誤り指数 ������
&��� ���

は，

������
&� �� ���

� �
&
,�*��*$

�
�

�
��

�
� �

��
� � �

�
� ���


�� � �� ��  �

で与えられる �'�．但し， ��で述べた ���� 法の復

号法から
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である．従って，このようなレート分割法を用いたと

きの誤り指数の下界は
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で得られる．但し，�
& は，式 � � を満足する �

および ��$� �&� �+� に対してとられる．このとき，

������	��$� �&� �+� を達成する � と ��$� �&� �+� をそ

れぞれ，提案するレート分割法におけるパワー制約と

レートタプルと定める．すなわち，提案したレート分

割法では，誤り指数の下界を最大にするようにパワー

制約とレートタプルを定めている．

特に，提案したレート分割法を達成可能領域の境

界上で適用した場合，前章で紹介した ������� と

��	
��の提案したレート分割法と一致する．

�� � レート分割法の誤り指数の上界

本節では，提案方法のみならず，制約条件 � �を満

足する一般的なレート分割法について成立する誤り指

数の上界を導出する．

式 � �を満足する �と ��$� �&� �+�について，� �� �

�� ��  �番目の符号を，符号長 �，&� �����個の符

号語を有する最適な符号とした場合，レート �� の符

号の誤り指数の上界 ��

���

&��� ���は，
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であり，�� は 式 �"�で定まる．従って，レート分割

法の誤り指数の上界は
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で得られる．但し，�
&は，式 � �を満足する �お

よび ��$� �&� �+�に対してとられる．

	� 誤り指数の比較

本章では，"�で提案したレート分割法の誤り指数の

下界を幾つかの例について数値計算し，レート分割法

の誤り指数の上界ならびにレート分割法を用いない場

合の誤り指数と比較している．尚，実際の通信形態な

らびに計算の簡便化を考え，以下では �$ � �& � �，

�$ � �& � � と仮定している．
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���& で定まる �� 比が �$��*� のとき，平均零，

分散 � を有するガウス分布に従うランダム符号化に

よって得られる多重アクセス符号を用いた場合の誤り

指数の下界 ���（図中では +
��
��と表示），提案し

たレート分割法によって達成される誤り指数の下界（

式 �#�，図中では ��,�と表示）とレート分割法の誤

り指数の上界（式 �'�，図中では ����と表示）を

図 � に示す．他方，�� 比が  $��*�の場合に対する

同様な比較を図  に示す．

図 �と図  から，�� 比が �$��*�のときも  $��*�

のときも，提案したレート分割法の誤り指数の下界

（��,�）は，従来の多重アクセス符号を用いた場合の

誤り指数の下界（+
��
��）のせいぜい $-"#倍程度

であることが分かる．また，いずれの場合も提案し

たレート分割法によって容量が達成されている．従っ

て，提案したレート分割法によって従来法と同一の誤

り率を達成するには，�倍以上符号長を長くする必要

があることが分かる．

一方，�� 比が �$��*�のとき，レートが $-�.以上で

は，提案したレート分割法の誤り指数の上界（����）

は，従来の多重アクセス符号を用いた場合の誤り指数

の下界（+
��
��）よりも小さい．これから，提案し

たレート分割法では，高レートにおいて，従来の多重

アクセス符号で達成される誤り指数を得ることが不可

能であることが分かる．�� 比が  $��*�のときも同

様の結論が導ける．

� あ とが き
小文では，多重アクセス通信路に対して，達成可能

領域の内点において誤り指数の下界を最大にするよ
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うにレートを定める新しいレート分割法を提案した．

更に，レート分割法の誤り指数の上界を求め，提案し

たレート分割法の誤り指数の下界，ならびに従来の多

重アクセス符号を用いた場合の誤り指数の下界と比較

を行った．

今後の課題としては，低レートにおいて，誤り指数

の下界を改善する新たなレート分割法を検討すること

等が挙げられる．
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