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副情報源を伴う情報源の増分分解に基づくユニバーサル符号化法の

漸近最良性

植松 友彦� 前田 浩次�
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あらまし 副情報源を伴う情報源の符号化問題とは、情報源と相関を有する情報源を副情報源として符号器お
よび復号器で参照しながら符号化するという問題である。この符号化問題について、�������と���	は、情報源

文字あたりの符号長の限界が条件付きエントロピーレートによって与えられていることを示した。他方、���

は、現在多くのデータ圧縮法で利用されている増分分解法を利用することで、副情報源を伴う情報源の具体的か
つ実用的なユニバーサル符号化法を提案した。しかしながら、���の提案した符号化法の漸近最良性は未知であっ
た。本論文では、���によるユニバーサル符号化法が定常エルゴード情報源に対して漸近最良性を有しているこ
と、すなわち入力系列が長くなると 
文字あたりの符号長が条件付きエントロピーレートに確率 
で収束するこ
とを明らかにしている。
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�� ま えが き

副情報源を利用した情報源の符号化とは、主情報源

系列 �と、それに伴う副情報源系列 �に対して、符号

器、復号器がともに副情報源を参照しながら入力系列

の符号化・復号化を行うことである �図 ��。ここで、

復号化によって得られる系列は符号化された入力系列

と完全に一致すると仮定する。この問題は、������	

と
��� 
��によって始められた相関を有する情報源の

符号化問題の特殊な場合であり、平均符号長の限界は

条件付きエントロピーレート ���� で与えられること

が知られている。符号器と復号器が共に副情報源を参

照できる場合の符号化法としては、���の固定長符号

化法 
��と増分分解 
��を利用した可変長符号化法 
��、

村松の符号化法 
��、��������	��と������の ����

符号 
��に基づいた符号化法 
��、 �	�らによる文法

に基づく符号化と多重パターンマッチング �!��"����

#�""��	 !�"$��	��を組み合わせた符号化法 
%�など

が知られている。特に、���の固定長符号は独立系列
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に対して、村松と  �	�らの符号化法は定常エルゴー

ド情報源に対して、それぞれ漸近最良性が証明されて

いる。しかしながら、これらの符号化法の中で実用的

かつ理論的に興味深い、�種の ������&���符号を用

いた符号化法の漸近的最良性はまだ示されていない。

小文では、符号器と復号器が共に副情報源を参照で

きる場合について、情報源の統計的性質に依存しない

ユニバーサル符号化法として、増分分解を利用した

���の符号化法を取り上げる。���の提案した符号化

法は、有限状態通信路に対するユニバーサルな復号法

を提案する際の副産物であったため、符号化法の漸近

的最良性については明らかにされていない。そこで、

この ���による符号化法が定常エルゴード情報源に対

して漸近的に最良であること、すなわち、入力系列が

長くなると、�文字あたりの符号長が条件付きエント

ロピーレートに確率 �で収束することを示す。

�� 符号化アルゴリズムとその漸近的最良性

���による具体的な符号化アルゴリズムを述べる前

に増分分解 
��について説明する。以下では、主情報

源のアルファベットを �、副情報源のアルファベット

を � とし、共に有限であると仮定する。長さ �の主
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図 � 副情報源を伴う情報源の符号化
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情報源系列を ��� ' ���� ( ( ( ���� ���によって、対

応する副情報源系列を ��� ' ���� ( ( ( ���� ���によっ

てそれぞれ表す。主情報源系列と副情報源系列を併せ

て得られる同時系列を ������ � �� � ��� によって表

す。また、部分列 ����!� ( ( ( �� 等を記号 ��� によって

表す。

同時系列 ������ � �� � ��� の増分分解

������ ' ����
��
��!�

��������!� ( ( ( ����
��
����!�

とは、次の条件を満足する空でない系列への分解であ

る。但し、 �" ' )、�� ' �とする。

（ �） 最後の系列 ����
��
����!�

を除いた、� � �個

の部分列 ����������!�
�� �' � � ��は全て相異なる。

（ �） �� � ���� �' � を満足する全ての � '

�� �� ( ( ( � � に対して、����
��
����!�

' ������������!�
と

なる正整数 	�� ��が存在する。

次に、���による符号化アルゴリズム 
��について説

明する。

符号化アルゴリズム ��アルゴリズム�

�� 同時系列 ������ � �� ����を増分分解し、分解後

の系列を ������ ' ����
��
��!�

��������!�


����
��
����!�

と

する。但し、�" ' )、�� ' �である。ここで � ' )と

おく。

�� これから符号化する部分列の長さ ���!� � ��� を

*���+の �� 符号 
,�で２元表示する。

�� ������ の部分列 ����
����
��!�

の最後の �文字を除いた

系列 ����
������
��!�

と一致する系列を ����
����
��!�

�� �' 	 �'
� � ��から探す �増分分解の性質上、一致する系列が

必ず存在する�。

�� �
������
��!�

と一致する系列を �
����
��!�

�� �' 	 �' �� ��か

ら探し、その総数を �とする。そのとき、手順 �(で一

致した系列が、これらの系列のうちの前から何番目に

出現しているのかを、���� ��ビットで２元表示する。

但し、���は �以上の最小整数を表す記号である。

�� 主情報源の最後の１文字 ����� を ���� �� ��ビット

で表示する。

	� � � � � �である場合、� ' �- �として �(に戻る。

� ' � � �である場合、符号化を終了する。 �

この符号化アルゴリズムは、情報源の統計的性質を

一切利用しておらず、ユニバーサルな符号である。

次に復号アルゴリズムを示す。これにより上記の符

号が瞬時符号であることがわかる。

復号アルゴリズム

�� �" ' )、� ' )とする。

�� *���+の �� 符号の復号アルゴリズムによって、こ

れから復号する系列の長さ 
を得る。��!� ' �� - 


とする。

�� 副情報源系列 �
������
��!�

を取り出し、���������!�
がそれ

以前に復号した部分列 �
����
��!�

�� �' 	 �' �� ��と一致す

る回数 � を求める。次に、符号語列から ���� ��ビッ

トを取り出し、復号する系列が同一の副情報源系列を

持つ中で前から何番目に出現していたのかという情報

を得た後、主情報源系列 �
������
��!�

を復号する。

�� 符号語列から ���� �� ��ビットを取り出し、復号す

ることにより、主情報源部分列の最後の１文字を得る。

�� 符号語列がまだある場合は、� ' �- �として �(に

戻る。無い場合は復号を終了する。 �

例 �
上で述べた符号化の例を挙げる。

情報源アルファベットを � �� ' �)� �	とし、主情

報源系列 ���� とそれに対応する副情報源系列 ���� を

���� ' ))�)�)�)�))))))))�

���� ' �)))�)��)�)�)��)��

とする。この同時系列を増分分解すると、

���� ' ) ) � )� )�) �) )) ))) ))�

���� ' � ) ) )� )�� )� )� )�� )��

が得られる。ここでは、最後の部分列 �))��を符号化

することを考える。このとき、

���系列長は �なので、まず �を ��符号で符号化し

て �)を得る。

���最後の �文字を除いた副情報源系列は )�となる。

���符号化を行なっている部分列以前の副情報源部分

列の中に )�は �回現れているので、���� �� ' �ビッ

トで主情報源一致位置を表す。
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���主情報源一致位置は �番目であるので、�� �の

�元表示 �)を得る。

��� 最後の � 文字 �を �ビットで符号化して �を

得る。

最終的な符号語はこれらを連接した �)�)�になる。

�

以下では長さ �の系列を �アルゴリズムで符号化

することを写像 �� . �� ���� 
 �)� �	�によって表

す。次の定理は、この符号が漸近的に最良なユニバー

サル符号であることを表している。但し、��・�は �元

系列の長さを表す関数とする。

［定理 �］ 定常エルゴード情報源 ���� �からの出力

系列 ��� ��に対して、�アルゴリズムの符号長は

���
���

�������� ��
�
� ��

�
' ���� �
�
 ���

を満足する。但し、���� は情報源 ��� � �の条件付

きエントロピーレートであり、

���� ' ���
���

�

�
����

� ��
�
� �

によって定義される。 �

�� 証 明

ここでは /�	+"��	と
��++による成果 
�)�を利用

して定理を証明する。尚、別証明が文献 
���に述べら

れている。

�� � 定義と補題

この節では定理の証明に用いる幾つかの定義と補題

を述べる。

［定義 �］ 証明に用いる記号を以下のように定義する。
�������� � . 同時系列 ������ を増分分解したときに

得られる部分列の個数

����� � . 部分列 �������!�
�� �' � �' �������� �� の

中で相異なるものの個数

���� . 増分分解後の部分列 �������!�
�� �' � �'

�������� �� の中で、第 �番目 �� �' � �'
����� ��に初めて出現したもの

����
�
� ��

�
� � . �������!�

' ���� で あ る よ うな

�������!�
�� �' � �' ����� ��の個数

�

例 �
 � ' � ' �)� �	とし、

��#� ' )��))))�))�)�))�)�)

��#� ' �)�)�))������)�)�)�

とするとき、同時系列 �����#� を増分分解すると、

��#� ' ) � � ) )) )� )) �) �) )� )�)

��#� ' � ) � ) �) )� �� �� �) �) �)�

となり、この場合、
�������#� � ' �� ����#� � ' �

���� ' � ���� ' ) ���� ' �)

���� ' )� ���� ' �� ���� ' �)�

����
�#
� ��

�#
� � ' � ����

�#
� ��

�#
� � ' �

�$��
�#
� ��

�#
� � ' � �%��

�#
� ��

�#
� � ' �

����
�#
� ��

�#
� � ' � �&��

�#
� ��

�#
� � ' �

となる。 �

［定義 �］ �強被覆 
���� � を有限アルファベットとす

る。��の部分集合��、長さ��� ��の系列��� � ��

と � � ) が与えられたとき、��!���� �� �� �� '

�� �� ( ( ( � � �� - �� であるインデックス �の個数が

��個以下であるとき、すなわち、���� � ��� �� ( ( ( � � �� - �	 . ��!���� �� ��
��� �' ��

であるとき、��� は ��によって ��� ��強被覆される

���� ��&+"��	���&$�����0 �� ���という。 �

［補題 �］ �/�	+"��	 �	0 
��++ 
�)��

同時エントロピー ��� を持つ定常エルゴード情

報源 ���� � と、任意の � � ) が与えられたとす

る。同時系列 �� � �� � ��� に対して、������ '

����'��'��!�����
'��
'��!�

( ( ( ����
'��
'����!�

を互いに異なる語

への分割とするとき、ある ���� ��� が存在して、

� �' ���� ��� ならば、�
�('���'�����

����
��� ��

�1�� � 1����� �' ��

が確率 �で成り立つ。 �

［補題 �］ ������ � �� � ��� を � アルゴリズムに

よって符号化したときの符号長は、

���������
�
� ��

�'

	)
�� *�
�+�

����
�
� ��

�
� �
��� ����

�
� ��

�
� � - ��� �� �

- ��� ������� - � ��� ��� ������� - ,� ���

を満足する。但し、����は � 上の系列長を表す関数で

ある。 �

�
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補題 �の証明� 符号化アルゴリズムの手順 �(で用い

た *���+の �� 符号の整数 �に対する符号の符号長は、

��� � - � ��� ��� �- �

以下である 
,�。従って、手順 �(の部分の符号長の合

計 �"�����
�
� �は、

�"�����
�
� � �'

	)
�
�
*�

�+�

����
�
� ��

�
� ����� �������

-� ��� ��� ������� - �	

によって上から抑えられる。

次に、手順 �(の部分の符号長の合計 �������
�
� �は、

�������
�
� � '

	)
�
�
*�

�+�

	�)�
�
�
�
�
�
*�

�+�

����
�
� ��

�
� ����� ��

�'

	)
�
�
*�

�+�

����
�
� ��

�
� ����� ����

�
� ��

�
� � - �	

によって上から抑えられる。最後に手順 �(の部分の

符号長の合計 �������
�
� �は �������� ����� �� ��ビットと

なる。

ここで、

	)
�
�
*�

�+�

����
�
� ��

�
� � ' �������� �

が成り立つことに着目すれば、

���������
�
� ��

' �"�����
�
� � - �������

�
� � - �������

�
� �

�'

	)
�� *�
�+�

����
�
� ��

�
� �
��� ����

�
� ��

�
� � - ��� �� �

- ��� ������� - � ��� ��� ������� - ,�

となり、題意は示された。 �証明終�

［補題 �］ ���� 
���

任意の同時系列 ������ � �� ����に対し、

�

�

	)
�� *�
�+�

����
�
� ��

�
� � ��� ������� �' �

�
��� ��� �

��� �

�
が成り立つ。 �

以上の事実を用いて、次節では定理 � の証明を行

なう。

�� � 定理の証明

まず、式 ���の片方の不等式

��� �	�
���

�������� ��
�
� ��

�
�' ���� �
 �


は次の補題から直ちに示される。

［補題 �］ �!�����"+� 
���

� ��上の定常エルゴード情報源 ��� � �に対する副

情報源を伴う任意の �元無損失符号の系列����� �
��
� �	

は、

��� �	�
���

�

�
�������� ��

�
� �� �' ���� �
 �


を満足する。但し、

�� . �� � ��� 
 �)� �	��

���� . �)� �	� � �� 
 ��

である。 �

読者の便宜のため、補題 �の証明を付録に示して

おく。

従って、以下では、式 ���のもう一方の不等式

��� +��
���

�������� ��
�
� ��

�
�' ���� �
 �
 ���

を文献 
�� の補題 �(�(�( と同様に示す。尚、便宜上

��� ' ���� ( ( (��などを ��と書くことにする。

ある ) � � � �と正の整数�を固定し、確率分布

��� ��� ��に従う定常エルゴード情報源 ���� �に対

し、集合��

 � �� ���を

��

 '

�
��� ��� � �� � �� .���� �

�
������� ���� ��

�� ����

��� �' �

��%

�	0
���� �

�
��� ��� ��

�����

��� �' �

��%

�
によって定める。但し、��� と �� はそれぞれ情報

源 ���� �および � のエントロピーレートを表し、

�
 ' ��	

�
�������%��

�

� ��� �� �

	
とする。また、���は、�元エントロピー関数

�� � ' � ����  � �� �  � �������  ��

) �'  �' ���

�
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の逆関数である。このとき、十分大きな�に対して

���� ��
�

 � �' � � �


��� ���

が成り立つことは、よく知られている 
���。以下では、

式 ���が成り立つように�を選ぶ。

集合 ��

 を用いて、�

� � ��によって定まる ��

の部分集合 !�
 ��
��を

!�
 ��
��

�
' ��� � �� . ���� ��� � ��


 	

によって定義すると、��

 の定義から、

�!�

 ��

����
��



���� ! ��

�

�

�
'

�
�	��	� )
	*

�
��



���� ! ��

�

�

�

'
�

�	��	� )
	*

�
��



��� ! ��

�

�

�
�
��
�
�� �

���

�



�

�
�	��	� )
	*

���� ���� ��
��

��� ��
��

'
�

�	��	� )
	*

����� ��
�����
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によって定義する。すなわち、!�
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� � 強被覆されるような � � の系列の集合が
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また、$���によって、	�が定義できる最大の $を表す。
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という上界を持

つ。このことと、式 ���から、集合 
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に関して、以下の不等式が確率 �で成立する。
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他方、エルゴード定理 
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によって定義される。これと式 ��� を組み合わせれば、

ある正の整数�����が存在して � �' �����のとき、
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こ の 結 果 と 補 題 � を 組 み 合 わ せ る と 、

���'��'����!�
� � ����

��� !
�� でない、または �
'��
'����!�

��



'���'����

 ��

'��
'����!�

� である �
'��
'����!�

の合計長は高々

����%しかない。従って、補題 �と補題 �から

��� +��
���

���������
�
� ��

�

�' ��� +��
���

��	)
�� *

�+�
����

�
� ��

�
� � ��� ����

�
� ��

�
� �

�

-�

�
��� ����

��� �

�	

�' ��� +��
���

�

�

	)
�� *�
�+�

����
�
� ��

�
� � ��� ����

�
� ��

�
� �

が得られる。ここで、補題 �と式 �%�を用いると、

��� +��
���

���������
�
� ��

�

�' ��� +��
���

�

�

� 	)
�� *�
����

�)
)�**� ��� �
��� ��
�

����
�
� ��

�
� �

� �����2

)�*

��
 �)
)�**

 ������

��
-�)�
*
��
� ���

���

%

	
が得られる。但し、�)�
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���を互いに異なる部分列に分割したときの部

分列の最大の個数であり、
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が確率 �で成立する。但し、) ' �� ��� �� ����とした。

� � )は任意なので、これで式 ���が示された。
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論文／副情報源を伴う情報源の増分分解に基づくユニバーサル符号化法の漸近最良性

�� む す び

本稿では、任意の副情報源を伴う情報源を増分分解

に基づいて符号化する ���によるアルゴリズムを述べ

た後、情報源が定常エルゴード情報源の場合、���の

符号化アルゴリズムの漸近最良性を示した。今後の課

題としては ���の符号化アルゴリズムが条件付きエン

トロピーレートに収束する速度を調べること、適応型

算術符号を利用した、副情報源を伴う符号化法を検討

すること等が挙げられる。
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補題 �の証明

定常エルゴード情報源 � に対し、漸近的最良な無損

失の可変長符号の系列が存在する 
��。すなわち、
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を満足する符号列 ������ ����� �	が存在する。

さて、与えられた ����� �
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� �	は副情報源を伴う無

損失符号であるから、
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を満足する。符号 ���� ���� �と ����� ����� � を用いて情

報源 ���� �に対する符号 �*�� *��� �

*� . �
� � �� 
 �)� �	�

*��� . *���
� � ���
 �� ���

を以下のように構成する。
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とする。このとき、��と ���は語頭符号なので、*�も
また語頭符号である。更に、*�と���は単射なので、
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であり、�*�� *��� �が無損失符号であることが分る。

従って、概収束符号化逆定理 
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��� �	�
���

�

�
��*���

�
� � �

�
� �� �' ���

が成立する。これから直ちに、

��� �	�
���

�

�
������

�
� � �

�
� �� -��

�' ��� �	�
���

�

�
������

�
� � �

�
� � - ��� +��

���

�

�
��������� ��

�' ��� �	�
���

�

�

������

�
� � �

�
� � - ��������� ���

' ��� �	�
���

�

�
��*���

�
� � �

�
� ��

�' ���

が確率 �で成り立つので、

��� �	�
���

�

�
������

�
� � �

�
� �� �' ��� ���

' ����

が成り立ち、補題 �は証明された。 �証明終�
（平成 �* 年A月A日受付，A月A日再受付）

植松 友彦 （正員）

昭 0'東工大・工・電気電子卒．昭 0%同
大大学院修士課程了．同年同大・工・電気
電子工学科助手，同講師を経て平 *同助教
授� 平 &北陸先端大・情報科学研究科助教
授．平 %東工大・工・電気電子工学科助教
授．工博．情報理論，特にシャノン理論の

研究に従事．昭 6*年度本会篠原記念学術奨励賞受賞．平 &年
度ならびに平 '年度本会論文賞受賞．著書「文書データ圧縮ア
ルゴリズム入門」，「よくわかる通信工学」，「現代シャノン理論」
など．#���，情報理論とその応用学会各会員．

前田 浩次

平 ��東工大・工・電気電子卒．平 �*同
大・大学院修士課程修了．同年株式会社
�$$ドコモ勤務．在学中，情報理論，特
に情報源符号化の研究に従事．

�


